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Ismétlés

Newton-Leibniz formula

Definicid

Az f(x) fliggvény primitiv fiiggvénye F(x), ha F'(x) = f(x).
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Ismétlés

Newton-Leibniz formula

Definicid

Az f(x) fiiggvény primitiv fiiggvénye F(x), ha F'(x) = f(x).

Tétel (Newton-Leibniz formula)

Legyen g(x) € R, p) és legyen G(x) az g(x) primitiv fiiggvénye, ekkor:
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Ismétlés

Hatarozatlan integral definicigja

Ha F(x) primitiv fliggvény akkor F(x) + C is az (ahol C egy tetszéleges
konstanst jeldl). Az Integralszamitas els6 fétételébdl tudjuk, hogy mas
primitiv fliggvény nincsen.
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Ismétlés

Hatarozatlan integral definicigja

Ha F(x) primitiv fliggvény akkor F(x) + C is az (ahol C egy tetszéleges
konstanst jeldl). Az Integralszamitas els6 fétételébdl tudjuk, hogy mas
primitiv fliggvény nincsen.

Definicid

Az f(x) hatarozatlan integraljan az f(x) &sszes primitiv fliggvényének a
halmazat értjiik. Jele: [ f(x)dx.
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Ha F(x) primitiv fliggvény akkor F(x) + C is az (ahol C egy tetszéleges
konstanst jeldl). Az Integralszamitas els6 fétételébdl tudjuk, hogy mas
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Definicid

Az f(x) hatarozatlan integraljan az f(x) &sszes primitiv fliggvényének a
halmazat értjiik. Jele: [ f(x)dx.
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Ismétlés

Hatarozatlan integral definicigja

Ha F(x) primitiv fliggvény akkor F(x) + C is az (ahol C egy tetszéleges
konstanst jeldl). Az Integralszamitas els6 fétételébdl tudjuk, hogy mas
primitiv fliggvény nincsen.

Definicid

Az f(x) hatarozatlan integraljan az f(x) &sszes primitiv fliggvényének a
halmazat értjiik. Jele: [ f(x)dx.

2
X
/xdx-2+C

Ezt ellendrizni agy lehet, hogy visszaderivaljuk tehat (X—; +C)Y =%

Peéldaul:
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Parciélis integralas

Parcialis integralas

Eddig, néhany &sszefiiggés derivalasabdl kaptuk az alapintegralokat. Nem
feltétlendil tudtunk viszont olyan integralokkal mit kezdeni, ahol a
fliggvények szorozva vannak egymassal:

/ F(x)g(x) dx =?
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Parcialis integralas

Eddig, néhany &sszefiiggés derivalasabdl kaptuk az alapintegralokat. Nem
feltétlendil tudtunk viszont olyan integralokkal mit kezdeni, ahol a
fliggvények szorozva vannak egymassal:

/ F(x)g(x) dx =?

Az ilyen esetekben segithet a parcialis integralas.
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Képlete

A parcialis integralas képlete a szorzat fiiggvény derivalasi szabalyabdl jon
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Képlete

A parcialis integralas képlete a szorzat fiiggvény derivalasi szabalyabdl jon

(u(x) - v(x))' = t'(x) - v(x) + u(x)v'(x)
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Képlete

A parcialis integralas képlete a szorzat fiiggvény derivalasi szabalyabdl jon

(u(x) - v(x))' = t'(x) - v(x) + u(x)v'(x)

Ezt atrendezve kapjuk, hogy:

u'(x) - v(x) = (u(x) - v(x))" = u(x)v'(x)
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Képlete

A parcialis integralas képlete a szorzat fiiggvény derivalasi szabalyabdl jon

(u(x) - v(x))' = t'(x) - v(x) + u(x)v'(x)

Ezt atrendezve kapjuk, hogy:

u'(x) - v(x) = (u(x) - v(x))" = u(x)v'(x)

Mindkét oldalt integralva, és felhasznalva, hogy az integralas a derivalas
inverz miivelete, kapjuk:
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Képlete

A parcialis integralas képlete a szorzat fiiggvény derivalasi szabalyabdl jon

(u(x) - v(x)) = u'(x) - v(x) + u(x)v'(x)
Ezt atrendezve kapjuk, hogy:
0(x) - v(x) = (u(x) - v(x))' = u(x)V'(x)

Mindkét oldalt integralva, és felhasznalva, hogy az integralas a derivalas
inverz miivelete, kapjuk:
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Példa

/u'vdx—uv—/uv’dx
/x2-e5xdx:
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Példa

/u'vdx—uv—/uv’dx

x? . e dx =
~~ N~
u’ v
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Példa

/u'vdx—uv—/uv’dx

1
x2 e dx= =x3. e — | Zx3.5e™dx
N ~~ 3 S~
o' v v ~—
u u
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Példa

/u'vdx—uv—/uv’dx

x2 . e dx =
~~
v u’
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Példa

/u'vdx—uv—/uv’dx

1 1
x? e dx= x? - Ze>— 2x - = e™dx
~— =~ ~~ 5 ~~ 5
v u’ v N~ v/ N——

u

Nagy Noémi Parci

ntegralas, Improprius integral, Al

8/32



Példa

/u'vdx—uv—/uv’dx

1 2
/xz-e5xdx:x2-e5x— x - e dx=
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Példa

/u'vdx—uv—/uv’dx

1 2
/xz-e5xdx:x2-e5x— x - e dx=
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Parciélis integralas

Példa
/u'vdx—uv—/uv’dx
1 2
/xz-e5xdx:x2-e5x— x - e dx=
5 5 ] N~ ~~
v u’

_ x2eP 2 (xe™ 1 /e5x x2edX  2xedX 2% L
5 5\ 5 5 5 25 125
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Fajtai

Az alabbi 3 esetet kell felismerni:
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Parciélis integralas

Fajtai

Az alabbi 3 esetet kell felismerni:

Az els6 eset:
eax
sin(ax)
/polinom- cos(ax) p dx
sinh(ax)
cosh(ax)

ntegralas, Improprius integral, Al
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Fajtai

Az alabbi 3 esetet kell felismerni:

Az elsd eset:

eax

sin(ax)
/ polinom - ¢ cos(ax) p dx

sinh(ax)
cosh(ax)

Itt mindig a trigonometrikus/exponencialis az u'(x) és a polinom a v(x)
(mert azt szeretném derivalni, igy egyszeriibb alakra hozni).
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Parciélis integralas

Fajtai Il

Az masodik eset:

/polinom :

In(ax)
arcsin(ax)
arccos(ax
arctan(ax
arcctg(ax
arsmh(ax

)
)
)
)

dx
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Parciélis integralas

Fajtai Il

Az masodik eset:

/polinom :

In(ax)
arcsin(ax)
arccos(ax)
arctan(ax)
arcctg(ax)
arsin h(ax)

dx

Itt mivel csak a polinomnak ismertjiik a primitiv fiiggvényét, igy a polinom

lesz az u/'(x).
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Fajtai Il

Az masodik eset:

In(ax) )
arcsin(ax)
arccos(ax)

/polinom- arctan(ax) % dx
arcctg(ax)
arsmh(ax)

Itt mivel csak a polinomnak ismertjiik a primitiv fiiggvényét, igy a polinom
lesz az u/'(x).

Peldak [ In(x)dx =?, [arsinh(x)dx =?, [ xarctan(x)dx =?
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Parciélis integralas

Fajtai 111

A harmadik eset:

e ebx
sin(ax) sin(bx)
cos(ax) p -4 cos(bx) pdx
sinh(ax) sinh(bx)
cosh(ax) cosh( bx)
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Fajtai Il

A harmadik eset:

e ebx
sin(ax) sin(bx)
/ cos(ax) p -4 cos(bx) pdx
sinh(ax) sinh(bx)
cosh(ax) cosh(bx)

Kétszer kell parcialisan integralni. Példa: [ e3¥sin(2x)dx =?
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Fajtai Il

A harmadik eset:

e bx

e
sin(ax) sin(bx)
/ cos(ax) p -4 cos(bx) pdx
sinh(ax) sinh(bx)
cosh(ax) cosh( bx)

Kétszer kell parcialisan integralni. Példa: [ e3¥sin(2x)dx =?

Bizonyos parositasokat egyszer(ibben is integralhatunk. (Id. Kénya)
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Integralfiiggvény

Az integralfiiggvény definicidja

Az integralt egy véges szakaszon a fliggvény alatti teriiletnek definialtuk.
Erdemes definialni a

mennyiséget rogzitett xo € R mellett. F-et integralfiiggvénynek nevezziik
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Integralfiiggvény

Az integralfiiggvény definicidja

Az integralt egy véges szakaszon a fliggvény alatti teriiletnek definialtuk.
Erdemes definialni a

mennyiséget rogzitett xo € R mellett. F-et integralfiiggvénynek nevezziik

Ha f € R, ), akkor F folytonos, és ha raadasképp f folytonos is, akkor
F'(x) = f(x).
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Integralfiiggvény

Példa az integralfiiggvényre

Példaul az
X

/ et dt = F(x)
0
fliggvényt zart alakban nem tudjuk felirni, de tudjuk, hogy:
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Integralfiiggvény

Példa az integralfiiggvényre

Példaul az
X

/ et dt = F(x)
0
fliggvényt zart alakban nem tudjuk felirni, de tudjuk, hogy:

Q@ F(0)=0,
Q F(x)= e > 0, tehat monoton né,
Q F'(x)=-2x e tehat konvex, ha x < 0 és konkav, ha x > 0,
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Hattér

Eddig az integralt csak korlatos intervallumon, korlatos fiiggvényre
definialtuk. De ugyantgy kérdés lehet (akar egy fizikai rendszernél is), hogy

mi az integralja egy esetleg nem korlatos fiiggvénynek és/vagy egy esetleg
nem korlatos intervallumon.
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Improprius integral

Els6 tipus: az integralasi intervallum nem korlatos

Tanultunk hatarértéket, igy definialhatjuk a

“+00

/ F(x) dx

a

integralt, mint egy hatarérték:
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Improprius integral

Els6 tipus: az integralasi intervallum nem korlatos

Tanultunk hatarértéket, igy definialhatjuk a

+oo
/ f(x)dx
a
integralt, mint egy hatarérték:
400 A
f = 1 f
/ (x) dx A—LToo/ (x) dx
a a
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Improprius integral

Els6 tipus: az integralasi intervallum nem korlatos

Tanultunk hatarértéket, igy definialhatjuk a
+oo

/ F(x) dx

a

integralt, mint egy hatarérték:

+o0 A

/ flx)dx= lim / f(x) dx

a a

mivel a jobboldal minden egyes véges A-ra jol definialt, kiszamithatjuk a

hatarértékét. Ha a hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy az

improprius integral konvergens. Kiildnben divergensnek mondjuk.
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Improprius integral

Els6 tipus: az integralasi intervallum nem korlatos

Tanultunk hatarértéket, igy definialhatjuk a
+oo

/ F(x) dx

a

integralt, mint egy hatarérték:

+o0 A

/ flx)dx= lim / f(x) dx

a a

mivel a jobboldal minden egyes véges A-ra jol definialt, kiszamithatjuk a

hatarértékét. Ha a hatarérték létezik és véges, akkor azt mondjuk, hogy az

improprius integral konvergens. Kiildnben divergensnek mondjuk.
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Peélda:
400 A
/1dx: lim /1dx: lim [x]g = lim A= +oc
A—+oo A—+o0 A—+o00
0 0

Az improprius integral divergens.
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Példa:
400 A
/1dx: lim /1dx: lim [x]g = lim A= +oc
A—+o00 A—+o00 A—+oo
0 0
Az improprius integral divergens.
Példa:
“+o0o
/ sin(x)dx =7
0
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Példa:
400 A
ldx= lim ldx= lim [x]§ = lim A= +oo
A—+o0 A—+o0 A—+o00
0 0
Az improprius integral divergens.
Példa:
“+o0o
/ sin(x)dx =7
0
+o0o A
. . . . A .
sin(x)dx = lim sin(x)dx = lim [—cos(x)]g = lim (1—cos(A
[ sintydx= lim [ sinGa)dx= lim_ [~ cos(x)lg = lim (1-cos(4))
0 0
Parciélis integralas, Improprius integral, Al

16 /32



Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Peélda:
+o00 A
/1dx: lim /1dx: lim [x]g = lim A= +oc
A—+o00 A—+o00 A—+oo
0 0
Az improprius integral divergens.
Példa:
o0
/ sin(x)dx =7
0
+o0o A
sin(x)dx = lim sin(x)dx = lim [—cos(x)]A = lim (1—cos(A
[ sintydx= lim [ sinGa)dx= lim_ [~ cos(x)lg = lim (1-cos(4))
0 0
Ennek sem létezik hatarértéke.
Parciélis integralas, Improprius integral, Al

16 /32



Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Peélda:
—+o0
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Peélda:
+oo 1
o dx =?
[ o
1
+o0o A
1 . _3
—3dx: lim x Ydx =
X A—+oo
1 1
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Peélda:
+<x>1
Zdx =7
[ o
1
+ool A 51 A 1 A
—dx = I|im /X3dX: Iim |—| = Im |———| =
X3 A—+oo A—+oo | — 1 A——+oo 2X2 1
1 1
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Peélda:
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Peélda:

= lim -
A—+o00 2A2

N

A oA A
3 X . 1
/dx— lim /X dx= Im |—| = Ilim 55| =
A—+oo A—too | —2 1 A——+oo 2x 1
1

7))

241

Ez konvergens.
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Peélda:
“+o00

6
P dx=?
/x2—|—x—2 X

2



Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Peélda:
“+o00

6
P dx=?
/x2—|—x—2 X

2
Bontsuk parcialis tortekre:

6 A

= + 5 =6=AXx+2)+B(x—1)

x24+x—-2 x—-1 x+2



Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Peélda:
“+o00

6
P dx=?
/x2—|—x—2 X

2
Bontsuk parcialis tortekre:

6 A

= + 5 =6=AXx+2)+B(x—1)

x24+x—-2 x—-1 x+2
x=-2=>B=-2x=1= A=2, innen



Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Peélda:
“+o00

6
P dx=?
/x2—|—x—2 X
2

Bontsuk parcialis tortekre:
6 A

= + 5 =6=AXx+2)+B(x—1)

x24+x—-2 x—-1 x+2
x=-2=>B=-2x=1= A=2, innen
+o0 A

/de— lim / 2 — 2 dx =
X2 +x—2 Ast4oco) x—1 x+2
2 2

= 1 — — A: i — — =
—2A£Tw[|n|x 1l —In|x+2[]5 2(A£Too|n|A 1| —In]A+2| +In(4))

A-1

=2 lim In

’ +21In(4) = 2In(4). Ez konvergens.
A—+o00

—1
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Természetesen —oo-re analég médon megy, példa:
-1

1
0/" dx =7
4+ x2

—0o0
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Természetesen —oo-re analég médon megy, példa:

/ d)( :?
4+ x2
—0o0
-1 -1
1 1
/ 2z dx=lim / X2dx:
JoATTS Ay 14 (3)
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Természetesen —oo-re analég médon megy, példa:

/ d)( :?
4+ x2
—0o0
—1 —1
1 1
/ 2z dx Allm /4 dex
At TS 414 (3)
—1
o 1arctan (%) [ arctan (-3) ’ arctan (é)
- A—I>Too 4 % A - 2 A—I>n—100 2
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Természetesen —oo-re analég médon megy, példa:

2

x\171 1 A
_ llt()] :<t(>>_ i 2rctan (4)
A——oco | 4 2

= A——o00 2

T arctan (%)

4 2
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Természetesen —oo-re analég médon megy, példa:

/ d)( :?
4+ x2
—0o0
~1 ~1
1 1
/ 2z dx lim /4 . 5 dx
4+ Ammee ) 414 (3)
—1
o 1arctan (%) [ arctan (-3) ’ arctan (é)
A
_m  arctan (2)
4 2
Tehat konvergens.
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Példa:

Nagy Noémi Parcialis integralas, Improprius integral, Al

20 /32



Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Példa:
/ dx =7
o (x—2)4/In3(2 - x)
-1 —1
/ 1 dx = lim /2_1 In"2(2 — x) dx =
——00 — X
. (x—=12) |n3(2 x) A
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Példa:
-1 )
/ dx =7
o (x—2)4/In3(2 - x)
—1 -1

-1
/ 1 dx = lim /2 In"2(2 — x) dx =
3 ——00 — X

o (x—=2)4/In*(2 — x) A

= lim [In_;(Z—x)]_lz lim — 2 + 2
A Ao VIn(3)  /In(2 - A)
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Példa:

/ dx =7
Lo (x=2)4/In*(2 = x)

-1 -1

/ 1 dX:Alim /2_1 In_%(2—x)dx:

——00 — X

T (X—2) In®(2 - x) A

e M0l 2 2

= Jim _% | T As—oo \/In(3) \/In(2—A)

2
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Improprius integral

Példak az elsé tipusra

Példa:

/ dx =7
Lo (x=2)4/In*(2 = x)

-1 -1

/ 1 dX:Alim /2_1 In_%(2—x)dx:

——00 — X

T (X—2) In®(2 - x) A

e MR-l 2 2

= Jim _% | T As—oo \/In(3) \/In(2 —A)

2

Tehat konvergens.
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Improprius integral

Fontos megjegyzés

b
Megjegyzés: Az [ f(x)dx improprius integralt (ahol a és b lehet o0 is)
a
csak akkor mondjuk konvergensnek, ha minden ¢ € (a,b)-re

/C F(x) dx, /b F(x) dx

integralok konvegensek.
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Fontos megjegyzés (Példa)

Peélda:
+o0o B
xdx = lim lim x dx
A——+oo B—+oo
—00 —A

Ha A = B-t valasztanank, akkor az integral minden A-ra 0 lenne, igy

A

X2 A
lim /xdx = lim [} =0
A—+o0o A—+o00 2 _A
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Fontos megjegyzés (Példa)

Peélda:
“+00 B
xdx = lim lim x dx
A——+oo B—+oo
—o0 —A

Ha A = B-t valasztanank, akkor az integral minden A-ra O lenne, igy

A

X2 A
lim /xdx = lim [} =0
A—+o0o A—+o00 2 _A

De a fenti megjegyzésben ¢ = 0-t valasztva

s A
. . X
lim xdx= lim |—| = 4o0,
A—+o0 A—s+oo | 2 0
0
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Fontos megjegyzés (Példa)

Peélda:
“+00 B
xdx = lim lim x dx
A——+oo B—+oo
—o0 —A

Ha A = B-t valasztanank, akkor az integral minden A-ra O lenne, igy

A

X2 A
lim /xdx = lim [} =0
A—+o0o A—+o00 2 _A

De a fenti megjegyzésben ¢ = 0-t valasztva

2 270
. . X . . X
lim xdx= lim |—| = o0, lim xdx = lim |— = —o00,
A— 400 A—+oo | 2 0 A— 400 A—+oo | 2 _A
0

Nagy Noémi Parcialis integralas, Improprius integral, Al 22/32



Fontos megjegyzés (Példa)

Peélda:
“+00 B
xdx = lim lim x dx
A——+oo B—+oo
—o0 —A

Ha A = B-t valasztanank, akkor az integral minden A-ra O lenne, igy

A

X2 A
lim /xdx = lim [} =0
A—+o0o A—+o00 2 _A

De a fenti megjegyzésben ¢ = 0-t valasztva

2 270
. . X . . X
lim xdx= lim |—| = o0, lim xdx = lim |— = —o00,
A— 400 A—+oo | 2 0 A— 400 A—+oo | 2 _A
0

Tehat ez az improprius integral divergens. (Viszont szoktak azt mondani, hogy a
Cauchy-féle féértéke véges.)
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Masodik tipus: a fiiggvény nem korlatos

Tegyiik fel, hogy f nem korlatos a egy jobboldali pontozott kérnyezetében
(f tipikusan nincs is értelmezve a-ban), ekkor az:

integralt, megint hatarértékként definialjuk:

1
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Masodik tipus: a fiiggvény nem korlatos
Tegyiik fel, hogy f nem korlatos a egy jobboldali pontozott kérnyezetében
(f tipikusan nincs is értelmezve a-ban), ekkor az:

b

/ f(x)dx

a

integralt, megint hatarértékként definialjuk:

b

/b F(x)dx = lim_ / F(x) dx

w

1
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Masodik tipus: a fiiggvény nem korlatos
Tegyiik fel, hogy f nem korlatos a egy jobboldali pontozott kérnyezetében
(f tipikusan nincs is értelmezve a-ban), ekkor az:

b

/ f(x)dx

a

integralt, megint hatarértékként definialjuk:

b

/b F(x)dx = lim_ / F(x) dx

w

1
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Masodik tipus: a fiiggvény nem korlatos
Tegyiik fel, hogy f nem korlatos a egy jobboldali pontozott kérnyezetében
(f tipikusan nincs is értelmezve a-ban), ekkor az:

b

/ f(x)dx

a

integralt, megint hatarértékként definialjuk:

b

/b F(x)dx = lim_ / F(x) dx

w

1
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Improprius integral

Masodik tipus: a fiiggvény nem korlatos

Tegyiik fel, hogy f nem korlatos a egy jobboldali pontozott kérnyezetében
(f tipikusan nincs is értelmezve a-ban), ekkor az:

b

/ f(x)dx

a

integralt, megint hatarértékként definialjuk:

b

/b F(x)dx = lim_ / F(x) dx

w

1
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Masodik tipus: a fiiggvény nem korlatos

Tegyiik fel, hogy f nem korlatos a egy jobboldali pontozott kérnyezetében
(f tipikusan nincs is értelmezve a-ban), ekkor az:

1
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Improprius integral

Masodik tipus: a fiiggvény nem korlatos

Tegyiik fel, hogy f nem korlatos b egy baloldali pontozott kdérnyezetében,

ekkor az:
b

/ f(x) dx

a

integralt, megint hatarértékként definialjuk:
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Improprius integral

Masodik tipus: a fiiggvény nem korlatos

Tegyiik fel, hogy f nem korlatos b egy baloldali pontozott kdérnyezetében,

ekkor az:
b

/ f(x) dx

a

integralt, megint hatarértékként definialjuk:

/b f(x)dx= lim /w f(x) dx
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Improprius integral

Masodik tipus: a fiiggvény nem korlatos

Tegylik fel, hogy f nem korlatos ¢ € (a,b) egy pontozott kdrnyezetében,

ekkor az:
b

/ F(x) dx

a

integralt, megint hatarértékként definialjuk:

Nagy Noémi Parcialis integralas, Improprius integral, Al 25 /32



Improprius integral

Masodik tipus: a fiiggvény nem korlatos

Tegylik fel, hogy f nem korlatos ¢ € (a,b) egy pontozott kdrnyezetében,

ekkor az:
b

/ F(x) dx

a

integralt, megint hatarértékként definialjuk:

b w b

/ Fx)dx = lim / Fx)dxt lim. / F(x) dx

a a 3

1
Itt is igaz a Fontos megjegyzés! Lasd: [ %dx impr. integral divergens.
~1
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Improprius integral

Példa a masodik tipusra

Peélda:

1
/ arcsin(x)

dx =
) V1—x2
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Improprius integral

Példa a masodik tipusra

Peélda: .
/ arcsin(x)
dx =
) V1—x2
Megoldas:
1 w 1
arcsin( X .1
/ 1_X2 dX:wI_l)r?_/marCSIHZ(X)dX—
0 0
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Improprius integral

Példa a masodik tipusra

Példa: .
/\/arcsin(x)d 5
" dx =T
) V1—x2
Megoldas:

1

/ \/arcsin(x) d ! / 1
x= lim [ ——
V1—x? w—>1—0 V1—x?

arcsin%(x) dx =
0

_ arcsin%(x) N _ 2arcsin%(w) 2 /N3
= lim — 3 = |im 7—0:—<—)
w—1— 5 0 w—1— 3 3\2
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Alkalmazasok

Teruletszamitas

Az f és g fliggvények grafikonjai altal kdzbezart teriilet:

b

/ () — g(x)] dx

a

Nagy Noémi Parcialis integralas, Improprius integral, Al

27/32



Alkalmazasok

Teruletszamitas

Az f és g fliggvények grafikonjai altal kdzbezart teriilet:

/\f x)| dx

Ahol, a és b f és g fliggvények grafikonjainak metszéspontjai, azaz az
f(x) = g(x) egyenlet megoldasai.
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Alkalmazasok

Teruletszamitas Példa

Példa: Szamitsuk ki az |x| és a 2 — x? fiiggvények altal kdzbezart teriiletet.
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Alkalmazasok

Teruletszamitas Példa

Példa: Szamitsuk ki az |x| és a 2 — x? fiiggvények altal kdzbezart teriiletet.
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Alkalmazasok

Teruletszamitas Példa

Példa: Szamitsuk ki az |x| és a 2 — x? fiiggvények altal kdzbezart teriiletet.
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Alkalmazasok

Teruletszamitas Példa

Példa: Szamitsuk ki az |x| és a 2 — x? fiiggvények altal kdzbezart teriiletet.

Megoldas:
1 1
3 271
/‘2—x2—]dex:2/2—x2—xdx:2 ox— = X =
3 2 |,
-1 0
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Alkalmazasok

Teruletszamitas Példa

Példa: Szamitsuk ki az |x| és a 2 — x? fiiggvények altal kdzbezart teriiletet.

Megoldas:

1 1
3 271
/‘2—x2—]dex:2/2—x2—xdx:2 ox— = X =
3 2],
-1

0
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Alkalmazasok

Teruletszamitas Példa

Példa: Szamitsuk ki az |x| és a 2 — x? fiiggvények altal kdzbezart teriiletet.

Megoldas:
1 1
3 271
/‘2—X2—’XHdX:2/2—X2—XdX:2 ox— X =
3 2 |,
-1 0
1 1 7 7
:2 2 77777 0 :27:7
[ 3 2 ] 6 3
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Alkalmazasok

Ivhossz

Ha f folytonos (a,b)-n, akkor az a és b kozott a grafikon hossza

b

/ 1+ (f/(x))2dx

a
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Alkalmazasok

Ivhossz

Ha f folytonos (a,b)-n, akkor az a és b kozott a grafikon hossza

b
/\/1 + (f/(x))2 dx

Példa: Szamoljuk ki cosh(x) grafikonjanak hosszat -145 és 145 kozott:
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Alkalmazasok

Ivhossz

Ha f folytonos (a,b)-n, akkor az a és b kozott a grafikon hossza

b
/\/1 + (f/(x))2 dx

Példa: Szamoljuk ki cosh(x) grafikonjanak hosszat -145 és 145 kozott:

Ekkor a = —145, b = 145 f(x) = cosh(x). Igy:
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Alkalmazasok

Ivhossz

Ha f folytonos (a,b)-n, akkor az a és b kozott a grafikon hossza

b
/\/1 + (f/(x))2 dx

Példa: Szamoljuk ki cosh(x) grafikonjanak hosszat -145 és 145 kozott:
Ekkor a = —145, b = 145 f(x) = cosh(x). Igy:

145 145

/ \/ 14 (cosh’(x))2dx = / \/ 1+ sinh?(x) dx =

—145 —145
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Alkalmazasok

Ivhossz

Ha f folytonos (a,b)-n, akkor az a és b kozott a grafikon hossza

b
/\/1 + (f/(x))2 dx

Példa: Szamoljuk ki cosh(x) grafikonjanak hosszat -145 és 145 kozott:
Ekkor a = —145, b = 145 f(x) = cosh(x). Igy:

145 145

/ \/ 14 (cosh’(x))2dx = / \/ 1+ sinh?(x) dx =
~145 ~145

145

/ cosh(x) dx = sinh(145) — sinh(—145) = 2sinh(145)
~145
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Forgastestek térfogata

Ha f folytonos (a,b)-n, akkor az f grafikonjanak az x tengely koriili
megforgatasaval kapott test térfogata

b
77/ 2(x) dx
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Forgastestek térfogata
Ha f folytonos (a,b)-n, akkor az f grafikonjanak az x tengely koriili
megforgatasaval kapott test térfogata

b

77/ 2(x) dx

a

Példa: Szamoljuk ki az egységsugart gomb térfogatat:
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Forgastestek térfogata
Ha f folytonos (a,b)-n, akkor az f grafikonjanak az x tengely koriili
megforgatasaval kapott test térfogata

b

77/ 2(x) dx

a

Példa: Szamoljuk ki az egységsugart gomb térfogatat:
Ekkor a= —1, b=1 f(x) = V1 — x2. Igy:
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Forgastestek térfogata
Ha f folytonos (a,b)-n, akkor az f grafikonjanak az x tengely koriili
megforgatasaval kapott test térfogata

b

77/ 2(x) dx

a

Példa: Szamoljuk ki az egységsugart gomb térfogatat:
Ekkor a= —1, b=1 f(x) = V1 — x2. Igy:

1

W/(l—xz)dx:w[x—)i]l_lz

-1
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Forgastestek térfogata
Ha f folytonos (a,b)-n, akkor az f grafikonjanak az x tengely koriili
megforgatasaval kapott test térfogata

b

77/ 2(x) dx

a

Példa: Szamoljuk ki az egységsugart gomb térfogatat:
Ekkor a= —1, b=1 f(x) = V1 — x2. Igy:

1

W/(l—XZ)dx:Tr[x—)i]l_lzﬁ[1—;—(—1—_31>] :4?”.

-1
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Forgastestek térfogata

Ha f folytonos (a,b)-n, akkor az f grafikonjanak az x tengely koriili
megforgatasaval kapott test térfogata

b

77/ 2(x) dx

a

Példa: Szamoljuk ki az egységsugart gomb térfogatat:
Ekkor a= —1, b=1 f(x) = V1 — x2. Igy:

1

W/(l—XZ)dx:Tr[x—)i]l_lzﬁ[1—;—(—1—_31>] :4?”.

21
Gomb térfogata: V = %.
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Osszefoglalas

Félév soran vettuk

) Linearis algebra (matrixok, vektorok Gauss-eliminacio)
) Sorozatok hatarértéke

) Fiiggvények hatarértéke

) Komplex Szamok

) Differencial, derivalas (fiiggvényvizsgalat)

) Integralas
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